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Bei der Tschebyscheff-Approximation mit positiven Exponentialsummen
hangt die Minimallosung stetig von der Funktion ab, wenn diese normal ist oder
die Fehlerfunktion hinsichtlich ihrer Altemantenlange und ihren Wecten am
Intervallrand eine bestimmte Bedingung erfiilIt.

1. In der vorliegenden Arbeit werden die Stetigkeitsuntersuchungen,
die in [5] fUr allgemeine Exponentialsummen durchgefUhrt wurden, fUr
positive Exponentialsummen fortgesetzt. Die Tschebyscheff-Approximationl

stetiger Funktionen mit positiven Exponentialsummen ist nach Vnter­
suchungen, die Braess [1] durchgefUhrt hat, dadurch gekennzeichnet, daB
stets genau eine Minimallosung existiert. Diese wird vollsHindig durch ein
Kriterium charakterisiert, das Lange sowie Vorzeichen der Alternante
benutzt.

Es zeigt sich, daB das Stetigkeitsverhalten der T-Approximation in einem
Punkt nicht nur davon abhangt, ob dort die Minimallosung ausgeartet ist,
sondern auch von der Lange und dem Vorzeichen der Alternante sowie den
Werten der Fehlerfunktion in den Randpunkten des Approximationsinter­
valls. Es gibt Falle von Stetigkeit der T-Approximation trotz Ausartung der
Minimallosung.

2. Eine positive Exponentialsumme (vg1. [1]) ist eine Funktion,
welche eine Darstellung

"h(x) = L ai
etix

i~l

11m weiteren wird fUr "Tschebyscheff" abklirzend "T" geschrieben.

13

(2.1)
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erlaubt, wobei die ti reell und verschieden und die ai nichtnegativ sind. Die
Anzahl der nichtverschwindenden Koeffizienten heiBt Grad von h und wird
mit k(h) bezeichnet. Die Menge der positiven Exponentialsummen, deren
Grade hOchstens den Wert n haben, wird mit En+ bezeichnet. Es sei [a, b]
ein endliches Intervall der reellen Achse und C[a, b] der Raum der auf [a, b]
stetigen reellwertigen Funktionen, versehen mit der T-Norm

II rp II := sup I rp(x)l.
[a,b]

(2.2)

Fur eine Funktion I E C[a, b) wird die beste T-Approximierende oder Mini­
mallosung h* bezuglich En+ wie ublich durch die Bedingung

inf III - h II = III - h* II
hEEn +

(2.3)

definiert. Der Abstand zwischen dem Punkt lund der Menge En+, d.h. der
in (2.3) links stehende Ausdruck heiBt wie ublich Minimalabweichung
(von I bezuglich En+) und wird mit ?]n+[f] bezeichnet. Die Minimalabwei­
chung hangt stetig von der Funktion ab, d.h. aus lim 111m - III = 0 foIgt
lim I ?]n+[Im] - ?]n+[f] I = 0 (vgl. [7)).

Die zur Charakterisierung der Minimallosung notigen Begriffe, wie z.B.
Alternante und Lange einer Alternante, sind die ublichen. Ferner wird die
folgende Bezeichnung gebraucht (vgl. [I)). Eine Alternante einer Funktion
IE C[a, b] heiBt negativ (positiv), wenn der Funktionswert von I im ersten
Punkt negativ (positiv) ist. Das Maximum der Langen aller Alternanten von!
bzw. das Maximum der Langen aller negativen Alternanten von I wird
Alternantenlange von I bzw. negative Alternantenlange von I genannt und
mit alt (f) bzw. alt-(f) bezeichnet. Entsprechend wird die positive Alter­
nantenlange von I (alt+(f» definiert. Zur Existenz, Eindeutigkeit und
Charakterisierung der Minimallosung bezuglich En+ gelten die folgenden
Aussagen.

LEMMA 1 (Braess). Es seilE C[a, b].

(a) Es gibt genau eine Minimallosung Tn+1 von I bezuglich En+.

(b) Ein Element hE En+ mit dem Grad kist genau dann die Minimal­
IOsung lur I bezuglich En+, wenn (mindestens) eine der beiden Bedingungen
erfullt ist

(IX)

(/3)

alt(f - h) ;;?: 2n + 1;

alt-(f - h) ;;?: 2k + 1.

Eine unendliche, gleichmaBig auf dem Intervall [a, b] beschrankte Teilmenge
von En+ enthalt eine TeilfoIge, welche nach [4] gleichmaBig im Innern von
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(a, b), d.h. gleichmaBig auf jedem abgeschlossenen Teilintervall von (a, b),
gegen ein Element von En+ konvergiert. Jede gleichmaBig im Innern von
(a, b) konvergente Folge positiver Exponentialsummen konvergiert auch auf
dem abgescWossenen Intervall [a, b] gleichmaBig, wenn sich beim Ubergang
zur Grenzfunktion der Grad nicht reduziert [4]. Ferner gilt das

LEMMA 2. Eine Folge {hm} C En+, die gleichmiifiig im Innern von (a, b)
und punktweise in den Randpunkten gegen eine stetige Funktion h konvergiert,
konvergiert auch auf dem abgeschlossenen Interval gleichmiifiig gegen diese.

Beweis. Die Folge ist in den Randpunkten beschrankt, die Schranke
sei K. Vnter der Annahme, daB die Folge nicht gleichmaBig auf [a, b]
konvergiert, gibt es ein E > 0, so daB zu jedem mEN ein xm E [a, b] mit
1 hm(xm) - h(xm) I ;;;: E existiert.

Wegen der Stetigkeit von h gibt es ein 8 mit

so daB

b - a . \ E Io < 8 < -2- . mm /1, 4nK I' (2.4)

und
I hex) - h(a)[ < E/4

I hex) - h(b) [ < E/4

fUr x E [a, a + 8]

fUr x E [b - 8, b]

gilt. Wegen der gleichmaBigen Konvergenz im Innern von (a, b) gibt es
dann ein mo , so daB mit m > mo I hm(x) - h(x)I < E/4 fUr alle
x E [a + 8, b - 8] gilt. Wegen der Konvergenz in den Randpunkten x = a
und x = b gilt dort I hm(x) - h(x) 1 < E/4, wenn m gr6Ber als ein gewisses ml

ist. Es sei nun ein m > max{mo , ml } fest gewaWt und ohne Einschrankung
X m E [a, a + 8] angenommen. Dann gilt

1hm(a + 8) - h(a) I :(; 1hm(a + 8) - h(a + 8)1 + Ih(a + 8) - h(a)1< tE,
(2.5)

1hm(xm) - h(a) I ;;;: 1hm(xm) - h(xm)1- Ih(xm) - h(a)! > tE. (2.6)

Da auBerdem I hm(a) - h(a)! < fE ist, gibt es nach dem Mittelwertsatz
entweder in (a, x m) oder in (xm , a + 8) einen Punkt y mit der positiven
Steigung hm'(y) > E/48. Da in der Exponentialsumme

n

hm(x) = I aiefiX
i~l

(2.7)

alle ai ;;;: 0 sind, enthalt sie einen Summanden a*et*x, dessen Steigung im
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Punkt y graBer als E/4no ist. Weil wegen a* > 0 auch t* > 0 gilt, ist die
Steigung clieses Terms auch in jedem Punkt x ? y graBer als E/4no. 1m
Punkt x = b gilt daher

• 0;:, E b-a Ea*et b > (b - a - 0) . - > -- .- > K.
4no 2 4no

(2.8)

Da die anderen Summanden nur nichtnegative Beitnige liefern, gilt auch
hm(b) > K, im Widerspruch zur Voraussetzung.

3. Entsprechend zur rationalen Approximation (Maehly und Witzgall
[2], Werner [6]) seien die folgenden beiden Begriffe eingefUhrt.

DEFINITION 1. Es seifeine Funktion aus qa, b] und Tn+f ihre Minimal­
lasung beziiglich En+. Die T-Approximation beziiglich En+ heiBt stetig im
Punkt J, wenn fUr jede Folge {1m} C qa, b] mit lim Ilfm - fll = 0 die
Folge der zugehOrigen Minimallasungen Tn+fm die Bedingung

lim II Tn+fm - Tn+fll = 0

erfUlltis1.

DEFINITION 2. Die Funktion fE qa, b] heiBt n+-normal, wenn ihre
Minimallosung beziiglich En+ nicht ausgeartet ist, d.h. nicht in En- 1 enthalten
ist.

Da zu jeder stetigen Funktion genau eine Minimallosung bez. En+ existiert,
ordnen sich diese Begriffe von NormaliHit und Stetigkeit den in [5] einge­
fUhrten unter.

Ein fUr rationale Funktionen angegebenes NormalWitskriterium [6] gilt
mit gleichen Beweis auch fUr En+:

LEMMA 3. Es seien fund g aus qa, b],J sei n+-normal, und es gelte

Ilf - g II < t(7J~-l[f] - 7Jn+[f]).

Dann ist auch g n+-normal.

Die Menge der n+-normalen Funktionen ist also offen.

(3.1)

LEMMA 4. (vgl. [7]). Es seien fund g Funktionen aus qa, b]. Dann gilt
fur die entsprechenden Minimallosungen Tn+f und Tn+g

II Tn+g - fll ~ II Tn+f - fll + 211 g - fll· (3.2)
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LEMMA 5. Es sei f eine Funktion aus C[a, b] - En+ mit der Eigenschaft
Tn+f *- T:;+lf Dann gilt fur die entsprechenden Fehlerfunktionen

und (3.3)

in jedem Randpunkt Xr des Intervalls

-7)n+[f] < f(xr) < 4>(xr). (3.4)

Beweis. Aus der Voraussetzung foIgt mit Lemma 1, daB die Alternanten­
Hinge von f - Tn+f genau 2n + 1 betragt und jede Alternante mit dieser
Lange positiv ist. Es sei nun {Xi, i = 1, ... ,2n + I} eine Alternante von
f - Tn+f In diesen Punkten istf - T:;+dbetragsmaBig kleiner alsf - Tn+f
Wegen der Alternanteneigenschaft besitzt daher die Differenzfunktion
T:;+lf - Tn+f mindestens 2n NuIlsteIlen. Andererseits hat sie hOchstens den
Grad 2n + 1, deshalb nach [3] hOchstens 2n NuIlsteIlen, also genau 2n
NuIlsteIlen. Diese liegen in (Xl' X2n+1). Wei! die Alternante positiv ist, gilt

fUr j = 1, 2n + 1. (3.5)

Da aber aIle Schnittstellen zwischen 4> und f im offenen Intervall (Xl' X2n+l)
liegen, gilt diese Ungleichung auch fUr die Punkte X = a und X = b.

LEMMA 6 (Quasistetigkeit). Es sei {1m} C C[a, b] eine gleichmiifJig gegen
f konvergente Folge. Dann konvergiert die Folge der zugehOrigen Minimal­
losungen bezuglich En+ gleichmiifJig im Innern von (a, b) gegen die Minimal­
losung vonf

Zum Beweis werden die gleichen Schlusse wie fur Satz 1 in [5] benutzt.

Nach diesen Vorbereitungen konnen nun die ZusammenMnge zwischen
der n+-Normalitat und der Stetigkeit der T-Approximation beziiglich En+
angegeben werden.

SATZ. Es sei f E C[a, b], h die Minimallosung fur f bezuglich En+ und k
der Grad von h. Die T-Approximation bezuglich En+ ist genau dann im Punktf
stetig, wenn (mindestens) eine der drei folgenden Forderungen erfullt ist.

(1) Die Funktion fist n+-normal.

(2) Die Alternantenliinge der Fehlerfunktionf - h betriigt genau 2k + 1.

(3) Die Fehlerfunktion nimmt in beiden Randpunkten des Intervalls
den Wert -7)n+[f] an.

Beweis. Der Rand des Intervalls sei mit R bezeichnet, und die Alter­
nantenHinge von f - h habe den Wert p. Zunachst wird gezeigt, daB die
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angegebene Bedingung notwendig ist. Wenn sie nicht erfiillt ist, d.h. die
Forderungen (1) bis (3) nicht erfiillt sind, dann ist h ein ausgeartetes Element
von En+, es ist p > 2k + 2, und fiir mindestens einen Randpunkt X r E R
giltf(xr) - h(xr) "* -III - h II. Es sei {Xi' i = I, ... ,p} eine Alternante von
1- h, und die Funktionf - h moge zunachst (Fall I) in Xl order Xj) einen
positiven Wert haben. Nach Lemma 8 und Zusatz I in [5] gibt es zwei
Foigen Um} C C[a, b] und {hm} C En+ mit den folgenden Relationen:

k(hm) ~ k + I,

alt-(fm - hm) > p + I,

lim Ilfm - III = 0,

lim II hm - h II "* 0.

Aus der Voraussetzungp > 2k + 2 folgt mit (a) und (b)

(3.6a)

(3.6b)

(3.6c)

(3.6d)

(3.7)

Nach Lemma list daher hmdie Minimallosung fiir 1m beziiglich En+. Aus (b)
und (c) ergibt sich dann die behauptete Unstetigkeit der T-Approximation
beziiglich En+ im Punkt f

Es moge nun (Fall 2) I - h in beiden Punkten Xl und Xj) negative Werte
haben. Dann ist die Alternantenlange von I - h ungerade, und es ist
p > 2k + 3, Nach Lemma 8 und Zusatz 2 in [5] gibt es zwei Foigen
Um} C C[a, b] und {hm} C En+, fiir welche die obengenannten Relationen
(a), (c) und (d), und statt (b) die Relation (b*) alt-(fm - hm ) > p, gelten.
Aus (a) und (b*) ergibt sich alt-(fm - hm) > 2k(hm) + 1, und die behauptete
Unstetigkeit folgt wie oben. Die HinHinglichkeit der Forderung (1) fiir die
Stetigkeit folgt aus Satz 3 in [5]. Es sei nun die Forderung (2) erfiillt. Wegen
des vorausgehenden Schlusses darf k < n ausgenommen werden. Es sei
Um} C C[a, b] eine beliebige gleichmaBig gegen I konvergente Foige. Da I
k+-normal ist, konvergieren die Minimallosungen T k +Im von 1m beziiglich
En+ gleichmaBig gegen h und haben fiir geniigend groBe Werte von m wegen
Lemma 3 den vollen Grad k. Daher ist alt (fm - Tk +Im) > 2k + I. Diese
Ungleichung gilt auch fiir die negative Alternantenlange, wie die folgende
Uberlegung zeigt. Es sei x~m), i = I, ... , 2k + 1 eine Alternante vonlm- Tk +Im
und I eine Teilmenge von N, fiir welche die x~m) konvergieren. Wegen der
gleichmaBigen Konvergenz von Um - Tk +Im} gegen 1- h ist nach einem
SchluB in [8], Seite 120, die durch

Xi:= lim x~m),
m-+<XJ

1

i = 1,... , 2k + 1, (3.8)
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gebildete Punktmenge eine Alternante vonl - h. Wegen der Ausartung von
h ist nach Lemma I alt-(f - h) ?: 2k + 1. Nach Voraussetzung besitzt
I - h keine Alternante mit einer groBeren Lange als 2k + 1. Daher gilt
I(x!) - hex!) = -111- h II. Wegen der gleichmaBigen Konvergenz von
{1m - Tk +Im} gegen 1- h ist dann auch 1m - Tk +Im im Punkt ximJ negativ,
falls nur mEl geniigend groB ist. Das gleiche Resultat gilt fiir jede andere
Teilfo1ge, fUr welche die x;m) konvergieren, und somit allgemein. Es gilt
also alt-(fm - Tk +Im) ?: 2k + 1. Daher ist Tk+Im zugleich die Minimallosung
von/mbeziiglich En+, womit die Behauptung bewiesen ist.

Es moge nun die Forderung (3) erfiillt sein. Da die Behauptung im Fall,
daB I n+-normal ist, bereits bewiesen ist, sei k < n ausgenommen. Es sei
{1m} C C[a, b] eine gleiehmaBig gegen I konvergente Folge. Es werden nun
zwei FaIle untersehieden. Wenn (Fall 1)1 E En+, ist, dann gilt nach Lemma 4
II Tn+Im - Tn+/11 ~ 2 111m - Ill, womit die behauptete Stetigkeit gezeigt ist.
1m weiteren sei nun (Fall 2) I rf: En+.

Wegen der Abgesehlossenheit von En+ (vgl. [1,4]) darf dann auehlmrf: En+
angenommen werden. Durch Induktion wird nun gezeigt, daB die T-Approxi­
mation beziiglich E j +, k :s;: j ~ n im Punkt/stetig ist. Fiir j = n ist dies die
zu beweisende Aussage.

Fiir j = k gilt die Behauptung wegen der k+-Normalitat. Es sei nun fiir
ein j mit k ~ j ~ n - I die T-Approximation beziiglich E j + im Punkt I
stetig. Wenn fiir fast aIle m Tj+lm = TtHlm gilt, ist naeh Lemma Ib auch
Tj+lm = Tn+lm und daher niehts mehr zu zeigen. Es sei daher Tj+lm *­
TtHlm fiir alle mEN. Setzt man 4>m := 1m - Tj+Im und lfm := 1m - T/+dm ,
dann gilt nach Lemma 5 in jedem Endpunkt X r von [a, b]

(3.9)

Aus der Induktionsannahme folgt mit 4> := I - h fiir den Grenziibergang
m-+ 00

(3.10)

Naeh Voraussetzung ist

(3.11)

Da die Minima1abweichung stetig von der Funktion abhangt, gilt wegen
111m - III -+ 0

(3.12)

Es ist also lim lfm(X) = 4>(x) fiir x = a und x = b. Dort stimmt auch die
Grenzfunktion der T/+dm mit h iiberein. Nach Lemma 6 konvergiert diese
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Folge gleichmaBig im lnnern von (a, b) gegen h und daher nach Lemma 2
gleichmaBig auf dem abgescWossenen lntervall [a, b]. Damit ist die
Behauptung auch in diesem Fall gezeigt und somit der Satz bewiesen.

1m Gegensatz zur Klasse der rationalen Funktionen und auch der eigentli­
chen Exponentialsummen gibt es bei den positiven Exponentialsummen
Falle von stetiger Abhangigkeit der T-Approximation trotz Ausartung der
Minimallosung. Dies zeigt das folgende

Beispiel. Gegeben sei ein 8 > °und Wertepaare {Xi' Yi} mit Xl = 0,
Xa = 1 und X 2 beliebig aus (0, 1) sowie Yi = e"'i + (-I)i . 8, i = 1, 2, 3.
Diejenige Funktion f E qo, 1], welche durch den Streckenzug durch die
Punkte {Xi' Yi}, i = 1,2,3, bestimmt ist, wird beziiglich jeder Menge En+,

n ~ 1, optimal durch die Exponentialsumme h(x) = e'" approximiert. Die
Alternantenlange der FeWerfunktion betragt genau 3, d.h. 2k(h) + 1. Nach
dem vorausgehenden Satz ist die T-Approximation beziiglich En+' n ~ 1,
stetig im Punkt f, obwohl fUr n ~ 2 die Minimallosung beziiglich En+
ausgeartet ist.

Diese Arbeit ist Tell meiner am Rechenzentrum der Universitat MUnster angefertigten
Dissertation. Herrn Prof. Dr. H. Werner danke ich fUr die Forderung der Arbeit und
Herrn Dr. D. Braess fUr zahlreiche Diskussionen.
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